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УДК 517.55

СУЩЕСТВЕННЫЙ СПЕКТР ОДНОГО ЧАСТИЧНОГО
ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА С ВЫРОЖДЕННЫМ ЯДРОМ

Кучаров Р. Р. *

Тухтамуродова Т. М. *

Арзикулов Г. П. *

РЕЗЮМЕ

Изучается местоположение существенного спектра одного трехчастичного опе-
ратора Шредингера. Вычислена нижняя грань существенного спектра одного
частично интегрального оператора H типа Фредгольма.

Ключевые слова: существенный спектр, дискретный спектр, нижняя грань
существенного спектра, частично интегральный оператор типа Фредгольма.

1. ВВЕДЕНИЕ
Линейные уравнения и операторы с частными интегралами возникают в теории эла-

стики [1], механики сплошных сред [2,3,4], аэродинамики [5] и в теории частных диффе-
ренциальных уравнений [6,7] и ряда других задач [8,9,10]. Самосопряженные частично
интегральные операторы возникают в теории дискретных операторов Шредингера (см.
[11,12,14]).В работе [15] исследуется разрешимость частично интегрального уравнения ти-
па Фредгольма второго рода с вырожденным ядром в пространстве L2(Ω1 × Ω2). В на-
стоящей работе рассматривается самосопряженный частично интегральный оператор H
типа Фредгольма, который возникает в теории дискретных операторов Шредингера (см.
[12,13]).

Пусть Ω1 = [a, b]ν1 и Ω2 = [c, d]ν2 (ν1, ν2 ∈ N). В гильбертовом пространстве L2(Ω1 ×
Ω2) рассмотрим следующий самосопряженный частично интегральный оператор (ЧИО)

H = H0 − (T1 + T2). (1)

Здесь действия операторов H0, T1 и T2 определяются по формулам

H0f(x, y) = k0(x, y)f(x, y), f ∈ L2(Ω1 × Ω2),

T1f(x, y) =

∫
Ω1

(
γ0ϕ1(x)ϕ1(s) + γϕ2(x)ϕ2(s)

)
f(s, y)dµ1(s), γ > 0, γ0 ≥ 0

T2f(x, y) =

∫
Ω2

(
µ0ψ1(y)ψ1(t) + µψ2(y)ψ2(t)

)
f(x, t)dµ2(t), µ > 0, µ0 ≥ 0

*Кучаров Р. Р. – Национальный университет Узбекистана, Ташкентский международный универси-
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где k0(x, y) – неотрицательная непрерывная функция на Ω1×Ω2, ϕ1(·) и ϕ2(·) , ψ1(·) и ψ2(·)
– взаимно ортонормированные непрерывные функции на Ω1, Ω2. т.е.

(ϕi, ϕj) =

∫
Ω1

ϕi(ξ)ϕj(ξ)dµ1(ξ) =

{
0, i 6= j

1, i = j
,

(ψi, ψj) =

∫
Ω2

ψi(ξ)ψj(ξ)dµ2(ξ) =

{
0, i 6= j

1, i = j

и µj(·) – мера Лебега на Ωj, j = 1, 2. Таким образом оператор H (1) зависит от четырех
параметров γ, γ0, µ0 и µ, т.е. H = H(γ0, γ, µ0, µ).

Через ρ(·), σ(·), σess(·) и σdisc(·) обозначим соответственно резольвентное множество,
спектр, существенный спектр и дискретный спектр самосопряженных операторов [16].

Дискретные операторы Шредингера вида (1), ассоциированные с системой трех ча-
стиц на трехмерной решетке Z3, которые представляются частично интегральным опера-
тором H, изучены в работах [12], [13], [14]. В работе [12] получены достаточные условия
конечности и бесконечности дискретного спектра для оператора H при γ0 = µ0 = 0 и
σess(H) = σ(H0). В [13] доказано существование эффекта Ефимова (существование бес-
конечного числа собственных значений) в модели (1) для конкретной заданной функции
k0(x, y), причем нижняя грань существенного спектра гамильтониана H равняется нулю,
т.е. σess(H) = σ(H0) и γ0 = µ0 = 0. В работе [14] изучены существенный спектр и ко-
личество собственных значений, лежащих ниже нижней грани существенного спектра в
модели (1) при γ0 = µ0 = 0, когда функция k0(x, y) имеет вид: k0(x, y) = u(x)u(y), где
u(x) – неотрицательная непрерывная функция на Ω = Ω1 = Ω2 и

∫
Ω

dx
u(x)

<∞. Дано точное
описание существенного спектра частично интегрального оператора H при γ0 = µ0 = 0
и доказана конечность количества собственных значений, лежащих ниже нижнего края
существенного спектра в модели (1). В [16] изучали существенный и дискретный спек-
тры ЧИО (1) в случали k0(x, y) = u(x)v(y), γ0, µ0 ≥ 0, γ, µ > 0 и ϕ1(x) = ψ1(x) = 1.
Вычисленал нижняя грань существенного спектра ЧИО H.

Пусть u(x), v(y) – неотрицательные непрерывные функции на Ω1 и Ω2, соответствен-
но, и 0 ∈ Ran(u) ∩ Ran(v). В настоящей работе мы изучаем существенный спектр и соб-
ственных значений существенного спектра в модели (1), когда функция k0(x, y) имеет вид
k0(x, y) = u(x)v(y). Дано описание существенного спектра гамильтониана (1) и вычисле-
на нижняя грань существенного спектра для произвольных γ = γ0 > 0 и µ = µ0 > 0.
Получена оценка для количества отрицательных собственных значений ЧИО H.

2. ДЕТЕРМИНАНТ И СОБСТВЕННОЕ ЗНАЧЕНИЕ НЕКОТОРОГО
ЧАСТИЧНОГО ИНТЕГРАЛЬ-НОГО ОПЕРАТОРА С ВЫРОЖДЕННЫМ
ЯДРОМ

Пусть Ω1 ⊂ Rd1 , d1 ∈ N и Ω2 ⊂ Rd2 , d2 ∈ N – компактные множества. Рассмот-
рим непрерывные функции k1(x, s, y) на Ω2

1 × Ω2, k1(x, s, y) = k1(s, x, y) и k2(x, t, y) на
Ω1 × Ω2

2, k2(x, t, y) = k2(x, y, t). В гильбертовом пространстве L2(Ω1 × Ω2) определим
самосопряженные частично интегральные операторы A1 и A2:

(A1f)(x, y) =

∫
Ω1

k1(x, s, y)f(s, y)ds,
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(A2f)(x, y) =

∫
Ω2

k2(x, t, y)f(x, t)dt.

Здесь и в дальнейшем будем предполагать, что ds = dµ1(s), dt = dµ2(t) и µ1(Ω1) =
µ2(Ω2) = 1.

Пусть k0(x, y) – произвольная вещественнозначная непрерывная функция на Ω1×Ω2.
Обозначим через V0 оператор умножения на функцию k0(x, y), т.е.

(V0f)(x, y) = k0(x, y)f(x, y).

Рассмотрим линейный ограниченный самосопряженный ЧИО

V = V0 − A, (2)

действующий в пространстве L2(Ω1 × Ω2), где A = A1 + A2.
Существенный спектр ЧИО V (2) изучен в [11]. В работе [17] получено достаточное

условие для конечности количества собственных значений, лежащих ниже нижней грани
существенного спектра в модели (2), когда k0(x, y) ≥ 0 и ядра k1(x, s, y), k2(x, t, y) являют-
ся неотрицательными функциями двух переменных (т.е. k1(x, s, y) = h1(x, s), k2(x, t, y) =
h2(y, t)).

Для каждого λ ∈ ρ(H0) в пространстве L2(Ω1×Ω2) определим частично интегральные
операторы

B1(λ)f(x, y) =

∫
Ω1

k1(x, s, y)

k0(s, y)− λ
f(s, y)ds,

B2(λ)f(x, y) =

∫
Ω2

k2(x, t, y)

k0(x, t)− λ
f(x, t)dt.

Определим множества

σ1 = {λ ∈ ρ(H0) : ∆1(y0;λ) = 0 для некоторого y0 ∈ Ω2}, (3)

σ2 = {λ ∈ ρ(H0) : ∆2(x0;λ) = 0 для некоторого x0 ∈ Ω1}, (4)

где ∆1(y;λ) и ∆2(x;λ) – детерминанты частично интегральных операторов E − B1(λ) и
E −B2(λ), соответственно (см. [18]).

Положим σ0 = σ(H0). Имеем σ0 = Ran(k0). В работе [19] получены следующие ра-
венства

σ(V0 − A1) = σ0 ∪ σ1, (5)

σ(V0 − A2) = σ0 ∪ σ2.

Описание существенного спектра оператора V приведено в [11] и там доказано, что

σess(V ) = σ(V0 − A1) ∪ σ(V0 − A2). (6)

Число
Emin(V ) = inf{λ : λ ∈ σess(V )}

будем называть нижней гранью (или нижним краем) существенного спектра оператора
V .
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В данной работе изучается существенный и дискретный спектр следующего модель-
ного оператора

H = H0 − (γT1 + µT2), γ > 0, µ > 0 (7)

в пространстве L2(Ω× Ω), где

H0f(x, y) = u(x)v(y)f(x, y).

Из следующих равенств
k0(x, y) = u(x)v(y),

k1(x, s, y) = γ(ϕ1(x)ϕ1(s) + ϕ2(x)ϕ2(s)),

k2(x, t, y) = µ(ψ1(y)ψ1(t) + ψ2(y)ψ2(t))

для операторов B1(λ) = B1(λ; γ) и B2(λ) = B2(λ;µ) получим, что

B1(λ)f(x, y) = γ

∫
Ω

ϕ1(x)ϕ1(s) + ϕ2(x)ϕ2(s)

u(s)v(y)− λ
f(s, y)ds, λ ∈ ρ(H0),

B2(λ)f(x, y) = µ

∫
Ω

ψ1(y)ψ1(t) + ψ2(y)ψ2(t)

u(x)u(t)− λ
f(x, t)dt, λ ∈ ρ(H0).

Лемма 1. Для детерминантов ∆1(y;λ) = ∆1(y;λ, γ) и ∆2(x;λ) = ∆2(x;λ, µ) ча-
стично интегральных операторов E −B1(λ) и E −B2(λ) имеет место равенство

1) ∆1(y;λ, γ) =

(
1− γ

∫
Ω1

|ϕ1(s)|2ds
u(s)v(y)− λ

)(
1− γ

∫
Ω1

|ϕ2(s)|2ds
u(s)v(y)− λ

)
−

−γ2

∫
Ω1

ϕ1(s)ϕ2(s)ds

u(s)v(y)− λ
·
∫

Ω1

ϕ1(s)ϕ2(s)ds

u(s)v(y)− λ
, λ ∈ ρ(H0);

2) ∆2(x;λ, µ) =

(
1− µ

∫
Ω2

|ψ1(t)|2dt
u(x)v(t)− λ

)(
1− µ

∫
Ω2

|ψ2(t)|2dt
u(x)v(t)− λ

)
−

−µ2

∫
Ω2

ψ1(t)ψ2(t)dt

u(x)v(t)− λ
·
∫

Ω2

ψ1(t)ψ2(t)dt

u(x)v(t)− λ
, λ ∈ ρ(H0).

Доказательство. Из определения детерминантов Фредгольма [20] для детерминанта
∆1(y;λ) = ∆1(y;λ, γ0, γ) частично интегрального оператора E −B1(λ) имеем (см. [18])

∆1(y;λ) = ∆1(y;λ, γ) = 1 +
∑
n∈N

(−1)n

n!
dn(y;λ),

где

dn(y;λ) =

∫
Ω1

. . .

∫
Ω1

Φ
(n)
1

(
s1 s2 . . . sn; y
s1 s2 . . . sn; λ

)
ds1ds2 . . . dsn,
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и

Φ
(n)
1

(
s1 s2 . . . sn; y
s1 s2 . . . sn; λ

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1(s1, s1, y)

k0(s1, y)− λ
k1(s1, s2, y)

k0(s2, y)− λ
. . .

k1(s1, sn, y)

k0(sn, y)− λ

k1(s2, s1, y)

k0(s1, y)− λ
k1(s2, s2, y)

k0(s2, y)− λ
. . .

k1(s2, sn, y)

k0(sn, y)− λ

. . . . . . . . . . . .

k1(sn, s1, y)

k0(s1, y)− λ
k1(sn, s2, y)

k0(s2, y)− λ
. . .

k1(sn, sn, y)

k0(sn, y)− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Докажем, что dn(y;λ) = 0 при любом n ≥ 3. Имеем

Φ
(n)
1

(
s1 s2 . . . sn; y
s1 s2 . . . sn; λ

)
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s1)ϕ1(s1) + ϕ2(s1)ϕ2(s1) ϕ1(s1)ϕ1(s2) + ϕ2(s1)ϕ2(s2) . . . ϕ1(s1)ϕ1(sn) + ϕ2(s1)ϕ2(sn)

ϕ1(s2)ϕ1(s1) + ϕ2(s2)ϕ2(s1) ϕ1(s2)ϕ1(s2) + ϕ2(s2)ϕ2(s2) . . . ϕ1(s2)ϕ1(sn) + ϕ2(s2)ϕ2(sn)

. . . . . . . . . . . .

ϕ1(sn)ϕ1(s1) + ϕ2(sn)ϕ2(s1) ϕ1(sn)ϕ1(s2) + ϕ2(sn)ϕ2(s2) . . . ϕ1(sn)ϕ1(sn) + ϕ2(sn)ϕ2(sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

· λn

n∏
i=1

(u(si)v(y)− λ)
.

Пусть n ≥ 3. Положим

∆(s1, s2, ..., sn) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|ϕ1(s1)|2 + |ϕ2(s1)|2 ϕ1(s1)ϕ1(s2) + ϕ2(s1)ϕ2(s2) . . . ϕ1(s1)ϕ1(sn) + ϕ2(s1)ϕ2(sn)

ϕ1(s2)ϕ1(s1) + ϕ2(s2)ϕ2(s1) ϕ1(s2)ϕ1(s2) + |ϕ2(s2)|2 . . . ϕ1(s2)ϕ1(sn) + ϕ2(s2)ϕ2(sn)

. . . . . . . . . . . .

ϕ1(sn)ϕ1(s1) + ϕ2(sn)ϕ2(s1) ϕ1(sn)ϕ1(s2) + ϕ2(sn)ϕ2(s2) . . . ϕ1(sn)ϕ1(sn) + |ϕ2(sn)|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Используя свойство детерминанта, мы записать последний детерминант следующим

образом:
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∆(s1, s2, ..., sn) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s1) ϕ2(s1) 0 . . . 0

ϕ1(s2) ϕ2(s2) 0 . . . 0

ϕ1(s3) ϕ2(s3) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

ϕ1(sn) ϕ2(s2) 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s1) ϕ1(s2) ϕ1(s3) . . . ϕ1(sn)

ϕ2(s1) ϕ2(s2) ϕ2(s3) . . . ϕ2(sn)

0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

т.е. ∆(s1, s2, ..., sn;λ) = 0 при n ≥ 3. Отсюда dn(y;λ) = 0 при любом n ≥ 3.
С другой стороны имеем:

d1(y;λ) =

∫
Ω1

|ϕ1(s1)|2 + |ϕ2(s1)|2

u(s)v(y)− λ
ds,

d2(y;λ) = 2γ2

(∫
Ω1

|ϕ1(s)|2ds
u(s)v(y)− λ

·
∫

Ω1

|ϕ2(s)|2ds
u(s)v(y)− λ

−
∫

Ω1

ϕ1(s)ϕ2(s)ds

u(s)v(y)− λ
·
∫

Ω1

ϕ1(s)ϕ2(s)ds

u(s)v(y)− λ

)
Тогда из равенства

∆1(y;λ, γ) = 1− d1(y;λ)

1!
+
d2(y;λ)

2!

вытекает, что

∆1(y;λ, γ) =

(
1− γ

∫
Ω1

|ϕ1(s)|2ds
u(s)v(y)− λ

)(
1− γ

∫
Ω1

|ϕ2(s)|2ds
u(s)v(y)− λ

)
−

−γ2

∫
Ω1

ϕ1(s)ϕ2(s)ds

u(s)v(y)− λ
·
∫

Ω1

ϕ1(s)ϕ2(s)ds

u(s)v(y)− λ
, λ ∈ ρ(H0).

Аналогично получим, что

∆2(x;λ, µ) =

(
1− µ

∫
Ω2

|ψ1(t)|2dt
u(x)v(t)− λ

)(
1− µ

∫
Ω2

|ψ2(t)|2dt
u(x)v(t)− λ

)
−

−µ2

∫
Ω2

ψ1(t)ψ2(t)dt

u(x)v(t)− λ
·
∫

Ω2

ψ1(t)ψ2(t)dt

u(x)v(t)− λ
, λ ∈ ρ(H0).

В пространстве L2(Ω1) рассмотрим семейство {H1(α)}α∈Ω2 самосопряженных опера-
торов в модели Фридрихса (см. [21])

H1(α)ϕ(x) = u(x)v(α)ϕ(x)− γ
∫

Ω1

(
ϕ1(x)ϕ1(s) + ϕ2(x)ϕ2(s)

)
ϕ(s)ds.
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Аналогично определим в L2(Ω2) семейство операторов {H2(β)}β∈Ω1 :

H2(β)ψ(y) = u(β)v(y)ψ(y)−
∫

Ω2

(
ψ1(y)ψ1(t) + ψ2(y)ψ2(t)

)
ψ(t)dt.

Теорема 1. Пусть α ∈ Ω – произвольное. Число λ ∈ (−∞, 0) является собственным
значением оператора H1(α) (оператора H2(α)) тогда и только тогда, когда число ξ = 1
является собственным значением компактного оператора γK1(α;λ) (µK2(α;λ)), где

K1(α;λ)ϕ(x) =

∫
Ω

ϕ1(x)ϕ1(s) + ϕ2(x)ϕ2(s)√
v(α)u(x)− λ ·

√
v(α)u(s)− λ

ϕ(s)ds,

K2(α;λ)ϕ(y) =

∫
Ω

ψ1(y)ψ1(t) + ψ2(y)ψ2(t)√
v(α)u(y)− λ ·

√
v(α)u(t)− λ

ϕ(s)ds,

Доказательство. Пусть α ∈ Ω – фиксировано. Докажем лемму для оператора H1(α), а
для оператора H2(α) можно доказать аналогично.

а) Необходимость. Допустим, что число λ < 0 является собственным значением опе-
ратора H1(α). Тогда существует f0 ∈ L2(Ω), f0 6= θ, что

(v(α)u(x)− λ)f0(x)− γP1f0(x) = 0, (8)

где P1 – интегральный оператор в L2(Ω), заданный равенством

P1ϕ(x) =

∫
Ω

(ϕ1(x)ϕ1(s) + ϕ2(x)ϕ2(s))ϕ(s)ds.

В силу обратимости оператора Uα,λ:

Uα,λϕ(x) =
√
v(α)u(x)− λϕ(x)

из (8) получим, что
Uα,λf0 − γU−1

α,λP1f0 = 0. (9)

Положим g0(x) = Uα,λf0(x). Тогда g0 ∈ L2(Ω), g0 6= θ и f0 = U−1
α,λg0 6= θ. Следователь-

но, равенство (9) имеет вид
g0 − γU−1

α,λP1(U−1
α,λg0) = 0.

Отсюда получим, что
γK1(α;λ)g0 = g0,

т.е. число 1 является собственным значением оператора γK1(α;λ).

б) Достаточность доказывается аналогично. N
Лемма 2. Пусть α ∈ Ω - произвольное. Число λ ∈ (−∞, 0) является собственным

значением оператора H1(α) (оператора H2(α)) тогда и только тогда, когда 41(α;λ, γ) =
0 (42(α;λ, µ) = 0).
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Доказательство. Пусть α ∈ Ω и λ ∈ (−∞, 0) фиксированы. Легко заметить, что для
детерминантов ФредгольмаD1(α;λ, γ) иD2(α;λ, µ) оператора E−γK1(α;λ) и E−µK2(α;λ)
имеет место равенство

D1(α;λ, γ) = ∆1(α;λ, γ), D2(α;λ, µ) = ∆2(α;λ, µ).

Следовательно, из Теорема 1 и в силу теоремы Фредгольма (см. Теорема 4, стр.34 [22])
вытекает утверждение Леммы.

Лемма 3. Число λ = −γ (λ = −µ) является решением уравнения ∆1(ymink ;λ, γ) = 0,
(∆2(ymink ;λ, µ) = 0), k = 1, 2, ...,m.

В случае α = ymin
k уравнение ∆1(α;λ, γ) = 0 имеет простой вид:(

1 +
γ

λ

)(
1 +

γ

λ

)
= 0,

т.е. число λ = −γ является решением уравнения ∆1(ymin;λ, γ) = 0.

Лемма 4. Функция

πj(t) = inf
‖ψ‖=1

(Hj(t)ψ, ψ), t ∈ Ω (j = 1, 2) (10)

является неположительной и непрерывной на Ω.
Доказательство. Докажем лемму для операторов {H1(α)}α∈Ω, а для операторов
{H2(α)}α∈Ω она доказывается аналогично.

В силу положительности интегрального оператора P1 имеем

π1(t) = inf
‖ψ‖=1

(H1(t)ψ, ψ) = inf
‖ψ‖=1

[(htψ, ψ)− γ(P1ψ, ψ)] ≤ inf
‖ψ‖=1

(htψ, ψ) = 0, t ∈ Ω,

где оператор hα (α ∈ Ω) действует в L2(Ω) по формуле

hαϕ(x) = v(α)u(x)ϕ(x).

Положим M0 = sup
x,y∈Ω

u(x)v(y) = umaxvmax. Для каждого α ∈ Ω рассмотрим оператор

H̃1(α):
H̃1(α) = H1(α)−M0 · E.

Имеем H̃1(α) ≤ θ, α ∈ Ω, т.е. (H̃1(α)ψ, ψ) ≤ 0, ∀ψ ∈ L2(Ω), α ∈ Ω. Определим функцию
π̃1(t) следующим образом

π̃1(t) = inf
‖ψ‖=1

(H̃1(t)ψ, ψ) t ∈ Ω.

Очевидно, что

π̃1(t) = inf
‖ψ‖=1

(H̃1(t)ψ, ψ) = − sup
‖ψ‖=1

(−H̃1(t)ψ, ψ) = −‖H̃1(t)‖, t ∈ Ω.
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Положим v1(t) = ‖H̃1(t)‖, t ∈ Ω. Покажем, что функция v1(t) является непрерывной
на Ω. Для произвольного t, t0 ∈ Ω имеем

|v1(t)− v1(t0)| = |‖H̃1(t)‖ − ‖H̃1(t0)‖| ≤ ‖H̃1(t)− H̃1(t0)‖ = ‖ht − ht0‖ =

= sup
x∈Ω

u(x) · |v(t)− v(t0)| = umax · |v(t)− v(t0)|.

Отсюда и из непрерывности функции v(t) на Ω следует непрерывность функции v1(t).
Следовательно, функция π̃1(t) является непрерывной на Ω. Однако, имеем

π̃1(t) = π1(t)−M0.

Отсюда вытекает непрерывность функции π1(t). N

3. СУЩЕСТВЕННЫЙ СПЕКТР ОПЕРАТОРЫ W1 И W2

В пространстве L2(Ω1 × Ω2) определим следующие самосопряженные операторы

W1 = H0 − T1, W2 = H0 − T2.

Легко заметить, что для операторов W1 и W2 отсутствует [16] дискретный спектр,
т.е. σ(Wk) = σess(Wk), k = 1, 2.

Обозначим
umax = max

x∈Ω1

u(x), vmax = max
y∈Ω2

v(y),

πmax
1 = max

t∈Ω2

π1(t) и πmax
2 = max

s∈Ω1

π2(s).

Теорема 2. Для операторов W1 и W2 справедливы следующие соотношения:

1) Emin(W1) = −γ, и [−γ, πmax
1 ] ⊂ σess(W1);

2) Emin(W2) = −µ, и [−µ, πmax
2 ] ⊂ σess(W2);

Доказательство. В силу положительности операторов H0 и T1 для произвольного
f ∈ L2(Ω1 × Ω2), ‖f‖ = 1, имеем

(W1f, f) = ((H0 − T1)f, f) = (H0f, f)− (T1f, f) ≥ −(T1f, f) ≥ −γ,

так как ‖T1‖ = γ. Следовательно, получим, что Emin(W1) ≥ −γ. Однако, в силу Леммы 3
и по определению множества σ1 имеем −γ ∈ σ1. Следовательно, Emin(W1) = −γ, так как
σdisc(W1) = ∅ [17].

Определим проектор V1 в L2(Ω1), заданный равенством

V1ϕ(x) =

∫
Ω

(ϕ1(x)ϕ1(s) + ϕ2(x)ϕ2(s))ϕ(s)ds.
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Очевидно, что ‖V1‖ = 1. В пространстве L2(Ω1) определим семейство мультипликаторов
{hα}α∈Ω2 : hαϕ(x) = u(x)v(α)ϕ(x). Из положительности операторов hα, α ∈ Ω2 для функ-
ции π1(t) имеем

π1(t) = inf
‖ψ‖=1

(H1(t)ψ, ψ) = inf
‖ψ‖=1

((htψ, ψ)− γ(V1ψ, ψ)) ≥

≥ inf
‖ψ‖=1

(−γ(V1ψ, ψ)) = −γ, t ∈ Ω2.

Тогда, π1(ymin) = −γ sup
‖ψ‖=1

(V1ψ, ψ) = −γ. Следовательно, получим, что πmin
1 = π1(ymin) =

−γ и πmin
1 = Emin(W1) ∈ σess(W1).

Пусть π1(t0) < 0, t0 ∈ Ω2. Тогда в силу принципа минимакса [23, 24] получим,
что π1(t0) ∈ σ(H1(t0)), и π1(t0) является собственным значением оператора H1(t0), так как
σess(H1(t0)) = [0,M(t0)], гдеM(t) = umax ·v(t). Отсюда получим, что ∆1(t0; π1(t0), γ0, γ) = 0.
Тогда по определению множества σ1 имеем π1(t0) ∈ σ1. Следовательно, из равенства (5)
вытекает, что π1(t0) ∈ σess(W1), так как σdisc(W1) = ∅. Однако, имеем σ0 = σ(H0) =
[0, umax · vmax] ⊂ σess(W1). Таким образом, в силу равенства (5) получим

[−γ, πmax
1 ] ∪ [0, umax · vmax] ⊂ σess(W1).

Аналогично доказывается, что

[−µ, πmax
2 ] ∪ [0, umax · vmax] ⊂ σess(W2).

Следствие. Для нижней грани Emin(H) существенного спектра оператора H (7)
имеет место равенство

Emin(H) = min{−γ,−µ}.
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