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UDC 517.98

p-ADIK SONLAR MAYDONIDA 1-LIPSHITS FUNKSIYALARI VA
ULARNING DINAMIKASI

Kucharov R. R., " Pardayev Sh. A., " Salimov J. K.~

REZYUME

Bu maqolada p-adik 1-Lipshits funksiyalar va ularning xossalarni haqida
ma‘lumotlar bayon qilingan. p-adik 1-Lipshits funksiyalarning umumiy ko‘rinishi
keltirilgan. p-adik 1-Lipshits funksiyalarning dinamikasi o‘rganilgan.

Kalit so‘zlar: p-adik sonlar, p-adik norma, 1-Lipshits funksiyalar, dinamik sistema,
qo‘zg‘almas nuqta.

KIRISH

p-adik sonlarni birinchi bo‘lib nemis matematigi K.Henzel tomonidan 1897-yilda fanga
kiritilgan. Bu sonlar dastlab sonlar nazariyasining bir gismi sifatida o‘rganilgan. Keyinchalik
p-adik sonlarning boshqa fan sohalarida tadbiqlari topila boshlagach, p-adik sonlar nazariyasi, p-
adik analiz, p-adik differensial tenglamalar, p-adik funksional analiz, p-adik dinamik sistemalar,
p-adik ehtimolliklar nazariyasi, p-adik o‘lchovlar nazariyasi kabi yangi fan sohalar rivojlana
boshladi [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Shuningdek, kvant mexanikasiga, garmonik to‘lginlar nazariyasiga,
stoxastik jarayonlarga ham p-adik analizni tatbiq etib kelinmoqdal§|.

G‘anixo‘jaev N.N., Roziqov U.A., Muxamedov F.M. Z da Ising modeli uchun p-adik Gibbs
o‘lchovini tuzganlar [9]. Bundan tashqari, Kolmogorovning o‘lchovlarni kengaytirish haqidagi
teoremasining p-adik analogini isbotlaganlar. Hakimov O.N. ma’lum daraxtlarda to‘rtta o‘zaro
ta’sirga ega Ising modeli uchun yagona p-adik Gibbs o‘lchovi mavjudligi ko‘rsatgan [10].
Uchinchi tartibdagi Keli daraxtida Ising modeli uchun invariant umumlashgan p-adik Gibbs
o‘lchovlari to‘plami tasvirlangan [11]|. p-adik Ising-Potts modelining dinamikasi o‘rganilgan
(p # 2) va parametrlar bo‘yicha ba’zi hollarda Ising-Potts modelining xaotik ekanligini
ko‘rsatilgan [4].

Dinamik sistemalarning noarximed nazariyasi bu noarximed analizdagi akslantirishni
tatbiqidagi eng tabily maydondir. 1997-yilda A.Yu.Xrennikov anglash jarayonlarini
modellashtirishda p-adik dinamik sistemalarni tatbiq qilishni taklif qildi [14]. Biz ixtiyoriy
natural son uchun ham p-adik sonlar halgasidagi dinamik sistemalarni tatbiq qilishimiz
ham mumkin [12]. Shuni ta‘kidlab o‘tamizki, p-adik dinamik sistemalar dastlab sodda
funksiyalar uchun o‘rganilgan. Bulardan murakkabroq funksiyalar uchun p-adik dinamik
sistemalar o‘rganilmagan. p-adik 1-Lipshits funksiyalari E.Yurova, A.Xrennikovlarning ishlarida
o‘rganilgan [13].
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Ushbu maqolada p-adik 1-Lipshits funksiyalar va ularning xossalari hagida ma’lumotlar
bayon qilingan. p-adik 1-Lipshits funksiyalarning umumiy ko‘rinishi keltirilgan. p-adik 1-
Lipshits funksiyalarning dinamikasi o‘rganilgan.

DASTLABKI TUSHUNCHALAR

Aytaylik bizga biror (K, +,-) maydon berilgan bo‘lsin.

Tarif 1. || - || : K — Ry akslantirish quyidagi zossalarga ega bo‘lsin:

)]z =0 <= z=0;

2) Istiyoriy x,y € K uchun |[zyl| = ||=[l[lyl;

3) Iatiyoriy x,y € K uchun ||z +y|| < ||z|| + ||y||-

U holda bu akslantirishga (K, +,-) maydondagi norma deyiladi. (K,4+,-,| - ||) to‘rtlikka
esa normalangan maydon deyiladi va qisqacha (K, || - ||) kabi yoziladi.

Ta’rif 2. (K, || -||) normalangan maydon bo‘lsin. Agar iztiyoriy x,y € K uchun

[+ yl| < max{|[z]], [[y|[} (1)

o‘rinli bo‘lsa, || - || normaga noarzimed normasi deyiladi.

Aytaylik P tub sonlar to‘plami bo‘lib, p € P biror tub son bo’lsin. Ixtiyoriy a € Z \ {0}
uchun shu sonning p bo‘yicha tartibi tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif 3. Agar a = 0(mod p*) va a # 0(mod p**1), u holda k € Z songa a butun sonning
p bo‘yicha tartibi deyiladi va ord,(a) kabi yoziladi.

Agar a = 0 bo‘lsa, ixtiyoriy k € Z uchun a = 0(mod p*) o‘rinliligini hisobga olib, ord,(0) =
+00 deymiz.

Endi ixtiyoriy z = % ratsional son uchun
ord,(x) = ord,(a) — ord,(b)

deb qabul gilamiz.
Ta’rif 4. Q ratsional sonlar maydonida quyidagi | - |, akslantirishni garaymiz:

P
0, agar x =0 bo'lsa.

S — agar x # 0 bo'lsa,
|[E’p:{ ordp (z) g ;é (2)

(2) ko ‘rinishdagi akslantirish Q maydonda noarximed normasi bo‘ladi. Q maydondagi bu
akslantirishga p-adik norma deyilads.

To‘la normalangan p-adik sonlar maydonini @, ko‘rinishida belgilaymiz.
Ta’rif 5. Normasi 1 dan katta bo‘lmagan p-adik sonlarni Z, orqali belgilaymiz:

Zy, ={a € Q,,|a|, < 1}.

Endi Q, maydondagi asosiy to‘plamlardan yana biri bilan tanishamiz.
Ta’rif 6. Normasi 1 ga teng bo‘lgan p-adik sonlarni Z,, orqali belgilaymiz:

Z, = {a € Qp, |al, = 1}.
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Ta'rifdan bevosita kelib chiqadigan xulosalar: Z; C Z, va Z;, = Z, \ pZ,.

Ma’lumki, har qanday (X, d) metrik fazoda markazi a nuqtada radiusi r bo‘lgan ochiq
shar quyidagicha aniglanadi:

B.(a) ={x € X : d(z,a) < r}.
Q, fazoda esa quyidagi to‘plam ochiq shar bo‘ladi:
By(a) ={z € Q,: |z —a|, <7}
Ta’rif 7. Agar f funksiya [ : Z, — Z, bo‘lib, quyidagi shartni qanoatlantirsa

|f(£lf) - f(y)lp < pa’x - y’pv Va:,y S ZP

bu funksiyaga p*-Lipshits funksiyasi deyiladi. Xususan o = 0 b‘lganda

|f(@) = fW)lp <z —ylp, Y,y €Z, (3)

bo‘lib, f funksiya 1-Lipshits funksiyast deyiladi.
1-Lipshits shartining bir necha ekvivalent shartlari ham mavjud [15]:

i) |f(x +y) — f(x), <|ylp, barcha z,y € Z, lar uchun;
i7) |i(f(x +vy) — f(z))|, <1, barcha z € Z, va barcha y # 0 € Z, lar uchun;
it) f(x +p"Z,) C f(x) + p"Z,, barcha x € Z,,n > 1 uchun;

iv) f(z) = f(y)( mod p"), barcha n > 1 uchun x = ( mod p") bo‘lganda.

Aytaylik bizga D C Q, to‘plam va f : D — Q, funksiya berilgan bo‘lsin. (f,D) dinamik
sistemani o‘rganish bu ixtiyoriy xy € D nuqta uchun z,, = f"(z¢), n = 1,2, 3, ... ketma-ketlik
limitini o‘rganishdir.

Ta’rif 8. Agar z¢o € D nugta uchun f(xy) = x¢ bo’lsa, u holda xy nugta (f,D) dinamik
sistemaning qo‘zq‘almas nuqtasi deyilads.

Ta’rif 9. ¢ qo‘zg‘almas nugta bo‘lsin. Agar uning shunday U,(xy) atrofi topilib, ixtiyoriy
x C Up(xg) uchunlim,_,o f"(x) = xq¢ tenglik bajarilsa, u holda xq nuqta tortuvchi nugta deyiladi
va

A(zg) ={z eD: nh_g}o f(x) =z}

to‘plamni esa x, nuqtaning tortilish to’plami yoki atraktor: deyilads.
Ta’rif 10. xy nugta f(z) funksiyaning qo‘zg’almas nugtasi bo’lsin. Agar
1) |f'(xo)]p < 1 bo‘lsa, xo nugta tortuvchi,
2) | f'(xo)], = 1 bolsa, xo nugta betaraf,
3) | f'(zo)]p, > 1 bo‘lsa, o nugta itaruvchi
deyilads.
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Tasdiq 1. |2] Iztiyoriy x,y € Q, uchun quyidagilar o ‘rinli:

1) |z|, # |ylp bo‘lsa, u holda |x + y|, = max{|z|,, |y|,} bo‘ladi.
2) p=2da ||y = |y|s bo'lsa, u holda |x + y|» < 3|z|s bo‘ladi.
3)p# 2 da x|, = |yl|, bolsa, u holda |z + y|, < |x|, boladi.
Lemma 1. [2| Zy da 2 — a ko’phad ildizga ega bo‘lishi uchun

a = p*(ag + a2 + ap2* + az2® + .....)
yoyilmada o juft bo‘lib, a1 = as = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Lemma 2. 2| Aytaylik [ : Z, — Z,, bo‘lsin. Agar [ funksiya koifitsiyentlari p-adik butun
sonlar bo‘lgan polinom bo‘lsa, u holda bu funksiya 1-Lipshits funksiyasi bo‘ladi.

ASOSIY NATIJALAR

Aytaylik f : Q, — Q, akslantirishni aniqlaydigan

fusdi) = (2 1)k aez, ()

xr+a

funksiya berilgan bo‘lsin.

Lemma 3. (4) funksiya k = 2 va k = 3 uchun ivtiyoriy x € Z; da 1-Lipshits funksiyasi
bo‘lads.

Isbot. Avval (4) funksiyani & = 2 uchun ko‘rib chiqamiz:

foale) = (ax+ 1)2'

r+ta

fa2(x) funksiyani (3) shartga tekshiramiz.

_ |2azy + (® + 1)(x +y) + 2a a’—1
‘fa,?(x) fa,Q(ZU)’p - (x+a)(y+a) (:I:—i—a)(y—i—a) ) ’37 y’P
fa2(x) funksiya (3) shartni qanoatlantirishi uchun
2axy + (> +1)(z +y) + 2a a’?—1 <1 5)
(z+a)(y +a) (x+a)y+a)l|,

bo‘lishi lozim. Funksiya Z; to‘plamda qaralganligi uchun bu to‘plamdan olingan ixtiyoriy = da
|z|, = 1 bo‘ladi. a esa butun sonlar to‘plamidan bo‘lganligi sababli |a|, < 1 bo‘ladi. Bunga va
1-tasdiqga ko‘ra (5) tengsizlik bajarilishi kelib chigadi.

Endi k = 3 da ,
ar + 1
Jas(w) = (:U—l-a)

bo‘ladi. f,3(x) funksiyani (3) shartga tekshiramiz.
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| fa3(®) = fa3(¥)]p =
a®—1 a’?—1 ( ) 2+3 ar+1 ay+1
. a’: —_— . .

Gray+ro \@rayra "’ r+a yta
w.2(x) funksiya (3) shartni qanoatlantirishi uchun
Jfa2(2) y q

a?—1 a?—1 (z— ) 2+3 ar+1 ay+1
(x+a)(y + a) (x4 a)(y + a) Y r+a y+a
bajarilishi lozim.

Teorema 1. f, (z) funksiyani k = 3 da 1-Lipshits funksiya bo‘lishi uchun Vx € Q,\ pZ,
bo‘lishi zarur va yetarl.

Isbot. Yetarliligi. f,(z) funksiyani k = 3 da 1-Lipshits shartiga tekshiramiz:

‘fa,3(x) _fa,3(y>|p:

a’?—1 a’?—1 (1) 2+3 ar+1 ay+1
@rap+a \\eraly+a 7 r+a y+a
Zarurlgi. Bu yerda

2 _ 2 _ 2

a‘—1 ' a 1 (z ) +3'ax—|—1.ay+1 <1
(z +a)(y + a) (z +a)(y + a) rta yta )|

tengsizlik bajarilsa f, 3(x) funksiya 1-Lipshits funksiyasi bo‘ladi.

-\x—y\p

p

<1

P

-|x—y|p

p

Endi (4) funksiyaning dinamik sistemasini p = 2 va k = 3 bo‘lganda o‘rganamiz.
Qo‘zg‘almas nuqtani topish uchun f(x) = x tenglamani yechib: z; = 1, x93 = —1 va
a® —3a+ (a* — 1)va? — 4
T3 = )
2

a® —3a— (a* —1)va? — 4
2

larga ega bo‘lamiz. x5 va x4 qo‘zg‘almas nuqgtalar mavjud bo‘lishi uchun |a® — 4|, > 0 bo’lishi
lozim. Bundan esa |a|y > % bo‘lishi kelib chiqadi. Demak x3 va x4 nuqtalar uchun % <lal; <1
bo‘ladi. Agar |a|, = % yoki |a], = 1 bo‘lsa 1-lemmaga ko‘ra a® — 4 sonidan ildiz chiqgmaydi va
x3 4 nuqtalar mavjud bo‘lmaydi.

Ty =

Teorema 2. Agar z; (i = 1,4) lar f(x) funksiyaning qo‘zg‘almas nugtalari bo‘lsa, u holda
quytdagilar o ‘rinli:

1) 1 =1 uchun a € 2Zy da tortuvchi, a € Z% da betaraf,

2) x9 = —1 uchun a € 27y da tortuvchi, a € 7% da itaruvchi.
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Isbot. f'(z) = WF—(Z)ﬁW bo‘lishini topib olamiz. Berilgan sonlar to‘plami uchun

quyidagilarni aniqlaymiz:

a €27y da, lal <1, la—1a=1, Ja+ 1, =1 bo'ladi, (6)
a€Zs da, lalp =1, la—1] <3, Ja+ 1], <1 bo'ladi.
1-hol. #; = 1 uchun f'(1) = 3&8:1_)12) bo‘ladi. a € 2Z, da (6) ga ko‘ra
3a(a—1)
W)y = |22 <1
’f( )|2 ((Z+1)2 )
bo‘lishi kelib chiqadi. a € Z3 da esa
3a(a —1)
)]y = |28
|f()|2 (a+1)2 ,

bo‘ladi.
2-hol. 21 = —1 uchun f'(—1) = 2% bo‘ladi. a € 2Z, da (6) ga ko'ra

3a
"(=1)], = 1
Lf(=1)l2 a1, <
bo‘lishi kelib chiqadi. a € Z3 da esa
3a
(1) = > 1
k= |2
bo‘ladi.
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PE3IOME

B s7o0ii ctaTbe onuckiBaeTca nHGOPMAIIUS O P-aIMIeCKIX 1-JTUIIHAIEBBIX (DYHKITUSIX
n ux cpoiicrBax. [IpuBogauTcs oOImMil BUJI pP-aJIndecKuX 1-JIAMIIATIEBBIX (DYHKITHIA.
Tak>ke nsydaercsd JJUHAMUKA P-aUICCKUX 1-JIUMINATEBBIX (DYHKITNAH.

Karouesvle caosa: p-aandeckue 4ucia, p-aandeckas HopMa, 1- HKIun JIummm-
) )
Oa, JMHaMHW4YeCKasd CUCTeMa, HEIIOABHU2KHad TOYKa.

RESUME

This article is described information about p-adic 1-Lipschitz functions and their
properties. An overview of p-adic 1-Lipschitz functions is given. The dynamics of
p-adic 1-Lipschitz functions is studied.

Key words: p-adic numbers, p-adic norm, 1-Lipschitz functions, dynamic system,
fixed point.



