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Аннотация. Предметом настоящей работы является вопрос о стабильности вполне управляемых
систем, заданных на гладком многообразии. Известно, что множества управляемости симметрич-
ных систем порождают сингулярные слоения. В случае, когда множества управляемости имеют
одинаковую размерность, возникает регулярное слоение. Таким образом, возникает возможность
применения методов теории слоений в задачах теории управления. В данной работе излагают-
ся некоторые результаты о возможности применения теорем о стабильности слоев для задачи
о стабильности вполне управляемых систем.
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Abstract. In this work, we discuss the stability of completely controllable systems defined on smooth
manifolds. It is known that the controllability sets of symmetric systems generate singular foliations.
In the case where the controllability sets have the same dimension, regular foliation arise. Thus, we
can apply the methods of foliation theory to problems in control theory. In this paper, we present some
results on the possibility of applying theorems on the stability of layers to the problem on the stability
of completely controllable systems.
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1. Введение. В этой работе рассматривается система управления

ẋ = f(x, u), x ∈M, u ∈ U ⊂ R
m, (1)

где M — связное гладкое (класса C∞) многообразие размерности n, U —компакт, при каждом
u ∈ U векторное поле f(·, u) является гладким (класса C∞), а отображение f : M × U → TM
непрерывно. Допустимыми управлениями считаются кусочно постоянные функции u : [0, T ] → U ,
где 0 < T <∞.
Траекторией системы (1) называется кусочно гладкое отображение x : [0, T ] → M , удовлетво-

ряющее равенству
ẋ = f(x(t), u(t))

для всех t ∈ [0, T ] \E, где u : [0, T ] → U —некоторое допустимое управление с множеством точек
разрыва E, которое состоит из конечного числа точек.
Будем говорить, что из точки x1 ∈ M можно попасть в точку x2 ∈ M за время T , если

существует такая траектория x : [0, T ] →M системы (1), что x(0) = x1 и x(T ) = x2.
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Пусть η ∈M . Множество точекM , из которых можно попасть в η, будем называть множеством
управляемости с целевой точкой η и обозначим через Gη . По определению полагаем η ∈ Gη для
всех η ∈M .
Пусть M — гладкое многообразие размерности n, D— семейство гладких векторных полей, за-

данных на многообразии M . Семейство D может содержать конечное и бесконечное число глад-
ких векторных полей. Для точки x ∈ M через t → Xt(x) обозначим интегральную кривую
векторного поля X, проходящую через точку x при t = 0. Отображение t → Xt(x) определено
в некоторой области I(x), которая в общем случае зависит не только от поля X, но и от начальной
точки x.

Определение 1. Орбита L(x) семейства D векторных полей, проходящая через точку x, опре-
деляется как множество таких точек y изM , для которых существуют такие действительные чис-
ла t1, t2, . . . , tk и векторные поля Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xik из D (где k произвольное натуральное число),
что

y = Xtk
ik

(
X

tk−1

ik−1

(
. . . (Xt1

i1
(x)) . . .

))
.

Ясно, что орбита является гладкой кривой (одномерным многообразием), если D состоит из
одного векторного поля.
В [19, 20] доказано, что каждая орбита семейства гладких векторных полей обладает диффе-

ренциальной структурой, по отношению которой она является гладким многообразием, гладко
погруженным в M .
Напомним, что подмногообразие N ⊂ M называется погруженным в M , если каноническая

инъекция i : N →M является дифференцируемым отображением максимального ранга.
На каждой орбите возникают две топологии: ее собственная топология как погруженного под-

многообразия и индуцированная топология из M . Собственная топология орбиты является более
сильной, чем топология, индуцированная из M .
Действительно, если x ∈ L(x0), где x ∈M , V (x)—открытое множество в M , содержащее x, то

L(x0) ∩ V (x) является открытым множеством в индуцированной топологии L(x0). Для каждой
точки y ∈ L(x0)∩V (x) образ точки y при i : L(x) →M содержится в V (x), и в силу непрерывности
отображения i существует окрестность U(y) точки в топологии L(x0) такая, что U(y) ⊂ V (x).
Отсюда следует, что L(x0) ∩ V (x) открыто в топологии L(x0).
Как показывают примеры, даже когда D состоит из одного векторного поля, эти две топологии

не всегда совпадают.
Например, для иррациональной обмотки тора для всех траекторий эти топологии различны.

Изучению геометрии и топологии орбит векторных полей посвящены многочисленные исследо-
вания (см. [1–9].

Определение 2. Орбита L называется собственной, если каноническая инъекция i : L → M
является вложением, т.е. когда топология слоя совпадает с индуцированной топологией из M .

Орбиты семейства векторных полей класса Cr порождают сингулярное слоение класса Cr. Это
следует из работ П. Стефана [19] и Г. Суссманна [20].
Пусть V (M)—множество всех гладких (класса C∞) векторных полей, определенных на M .

Множество V (M) является алгеброй Ли, в которой коммутатором двух векторных полей X,Y ∈
V (M) служит их скобка Ли [X,Y ]. Обозначим через A(D) наименьшую подалгебру Ли, содер-
жащую D, и положим Ax(D) = {X(x) : X ∈ A(D)} для всех x ∈ M . Возникшее распределение
x → Ax(D) является инволютивным, и если dimAx(D) = const для всех x ∈ M , то по теореме
Фробениуса является вполне интегрируемым. В этом случае каждая орбита является слоем k-
мерного слоения F (см. [3]).
Система управления (1) порождает семейство векторных полей

D = {f(·, u) : u ∈ U}. (2)

Если u : [0, T ] → U− допустимое управление с точками разрыва t1, t2, . . . , tm, где 0 < t1 < t2 <
. . . < tm < T , и x : [0, T ] → M — соответствующая траектория системы (1), то сужение x на
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[ti, ti+1], где i = 0, 1, 2, . . . ,m, t0 = 0, tm+1 = T , является интегральной кривой некоторого вектор-
ного поля Xi+1 из D. Поэтому, если x(0) = x1, x(T ) = x2, то имеет место равенство

x2 = Xτm
m

(
X

τm−1

m−1

(
. . . Xτ1

1 (x1) . . .
))
, (3)

где τi = ti − ti−1, i = 1, 2, . . . ,m. Следовательно, множество Gη является подмножеством орбиты
L(η) семейства D для каждого η ∈M .

Определение 3. Система (1) называется симметричной, если для каждого u ∈ U существует
такое v ∈ U , что f(x, v) = −f(x, u) для всех x ∈M .

Очевидно, если система (1) симметрична, то множество Gη совпадает с орбитой L(η) семейства
D. Таким образом, множества управляемости симметричной системы управления (1) порождают
сингулярное слоение F . Если dimAx(D) = k для всех x ∈ M , то каждая орбита является слоем
k-мерного слоения F (см. [20]).

Определение 4. Будем говорить, что система (1) управляема из точки η, если выполнено
Gη = L(η).

Определение 5. Будем говорить, что система (1) вполне управляема на L(η0), где η0 ∈ M ,
если Gη = L(η0) для каждого η ∈ L(η0).
По определению орбиты, для каждого η ∈M множество L(η) является инвариантным множе-

ством системы (1), т.е. ни одна траектория системы (1), начинающаяся на нем, его не покидает.
Поэтому, если целью управления является приведение системы (1) в точку η ∈ M , то систему
достаточно рассматривать лишь на L(η), так как из точек M \L(η) невозможно попасть в точку
η.
Пусть L = L(η0)—некоторая орбита семейства D, и система (1) вполне управляема на L.
Рассмотрим вопрос о том, при каких условиях вполне управляемая на L(η0) система (1) будет

вполне управляемой на орбитах L(η), если точка η достаточно близка к η0.
В случае, когда орбита L является компактным множеством, этот вопрос решен в [13]. В [13]

доказано, что если слоение F регулярно, L—компактный слой с конечной группой голономии,
то из вполне управляемости системы (1) на L вытекает, что система (1) вполне управляема на
всех слоях, достаточно близких к L.
В этой работе мы рассмотрим этот вопрос, когда орбита L(η0) не является компактным мно-

жеством. Оказывается, этот вопрос тесно связан с вопросом о стабильности слоя L слоения F
так же, как и непрерывность отображения η → L(η).
В разделе 2 обсуждаются теоремы стабильности для слоев слоения F . В разделе 3 получены

достаточные условия «стабильности» вполне управляемой системы (1).
В разделе 4 рассматривается система управления, правая часть которой непрерывно зависит

от некоторого параметра и изучается вопрос о достаточных условиях стабильности вполне управ-
ляемой системы относительно параметра.

2. Теоремы стабильности для слоений. Пусть F является k-мерным слоением. Следующая
теорема о стабильности компактного слоя доказана Ж. Рибом в 1944 г. (см. [12]).

Теорема 1. Пусть L—компактный слой слоения F . Если группа голономии слоя L конечна,
то для каждого открытого множества V , содержащего L, существует открытое инвариант-
ное множество V0 такое, что L ⊂ V0 ⊂ V , каждый слой из V0 есть компакт и имеет конечную
группу голономии.

В 1976 г. на международной конференции в Рио-де-Жанейро Гектором был поставлен вопрос
о возможности обобщения теоремы Риба на некомпактные слои (см. [18]).
В 1977 г. японский математик Т. Инаба построил пример, который показывает, что когда

коразмерность слоения больше единицы, то теоремаЖ. Риба нельзя обобщить для некомпактных
собственных слоев (см. [15]). Таким образом, вопрос Гектора об обобщении теоремы Риба на
некомпактные слои нужно рассмотреть только для слоений коразмерности один.
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Пусть dimAx(D) = n − 1 для всех x ∈ M . Тогда F является слоением размерности n − 1
(коразмерности один).
Предположим, что слоения F трансверсально ориентируемо, т.е. существует невырожденное

гладкое векторное поле X на M , которое трансверсально к слоям F .
Пусть L0— собственный слой слоения слоения F , и r > 0. Положим Ur = {y ∈M : ρ(y, L0) < r},

где ρ(y, L0)—расстояние от точки y до слоя L0. Очевидно, что для каждого r > 0 множество Ur

является открытым множеством.
В 1977 г. Т. Инаба в той же работе [15] доказал следующую теорему.

Теорема 2. Пусть M — компактное многообразие размерности 3, F —трансверсально ори-
ентируемое слоение коразмерности один, L0— собственный слой F . Тогда, если фундаменталь-
ная группа слоя L0 конечнопорожденна, и группа голономии H(L0) тривиальна, то для каждого
r > 0 существует открытое инвариантное множество V такое, что L0 ⊂ V ⊂ Ur, каждый
слой из V диффеоморфен слою L0, сужение F на V является расслоением со слоем L0.

Пусть L0−— собственный слой слоения F . Предположим, что для каждой точки x ∈ L0 суще-
ствует такое число rx > 0, что для каждой горизонтальной кривой h : [0, 1] → Urx = {z ∈ M :
ρ(z, L0) < rx} с началом в точке x, и для каждого пути v : [0, 1] → L0 с началом в x = h(0) суще-
ствует непрерывное отображение (вертикально-горизонтальная гомотопия) ψ : [0, 1]× [0, 1] →M ,
такое, что ψ(t, 0) = v(t) для t ∈ [0, 1], ψ(0, s) = h(s) при s ∈ [0, 1].
Кривую h : [0, 1] → M назовем горизонтальной, если dh(s)

ds ∈ H(h(s)), где H(x) = {λX(x) : λ ∈
R
1}, X — трансверсальное к F векторного поля на M .
При этом условии имеет место следующее обобщение теоремы Ж. Риба (см. [8]).

Теорема 3. Пусть F —трансверсально ориентируемое слоение коразмерности один на M ,
L0— относительно компактный собственный слой с конечнопорожденной фундаментальной
группой. Тогда, если группа голономии слоя L0 тривиальна, то для каждого r > 0 существует
открытое инвариантное множество V такое, что L0 ⊂ V ⊂ Ur, каждый слой из V диффео-
морфен слою L0, а сужение F на V является расслоением над R

1 со слоем L0.

Замечание 1. Компактный слой всегда вложен в M , т.е. является собственным слоем. Из-
вестно, что фундаментальная группа компактного многообразия является конечнопорожденной
группой.

Далее предположим, что слоение является римановым.

Определение 6. Слоение F называется римановым, если каждая геодезическая, ортогональ-
ная в некоторой своей точке к слою слоения F , остается ортогональной ко всем слоям F во всех
своих точках.

Регулярные римановы слоения введены Рейнхартом в [17] и изучались многими авторами,
в частности, в [14, 16, 22]. Сингулярные римановы слоения были введены П. Молино в моногра-
фии [16].
Пусть (M,g)—риманово многообразие размерности n, F — сингулярное риманово слоение на

M . В этом случае имеет место следующее обобщение теоремы Ж. Риба (см. [8]).

Теорема 4. Пусть (M,g)—полное риманово многообразие размерности n, L-собственный
слой слоения F . Тогда для каждого r > 0 существует открытая инвариантная окрестность V
слоя L такая, что L ⊂ V ⊂ Ur и сужение F на V является гладким расслоением с базой L.

В случае, когда F —регулярное слоение коразмерности верна следующая теорема (см. [8]).

Теорема 5. Пусть F является римановым слоением коразмерности один на полном рима-
новом многообразии (M,g), L—компактный слой. Тогда для каждого открытого множества
V , содержащего L, существует открытая инвариантная окрестность U слоя F такая, что
L ⊂ U ⊂ V , и U состоит из компактных слоев, диффеоморфных L.
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3. Стабильность вполне управляемых систем. В этом параграфе с использованием ре-
зультатов первого параграфа получены достаточные условия «стабильности» вполне управляе-
мой системы (1). Допустимыми управлениями считаются кусочно постоянные функции, прини-
мающие значения из U .

Теорема 6 (см. [13]). Пусть L0—компактный слой слоения F с конечной группой голоно-
мии. Тогда, если система (1) вполне управляема на L0, то она вполне управляема на слоях,
достаточно близких к L0.

По теореме Ж. Риба, если L0—компактный слой с конечной группой голономии, то для каж-
дого открытого множества V , содержащего L0, существует открытое инвариантное множество
U , такое, что L0 ⊂ U ⊂ V,U состоит из компактных слоев.
Таким образом, теорема Ж. Риба позволяет получить достаточное условие для локальной

стабильности вполне управляемой системы в случае, когда L0—компакт.
Как показывают следующие примеры, это теорема неверна, если L0—некомпактный слой, или

L0 —компактный слой, группа голономии которого не является конечной группой.

Пример 1. Пусть M = R
2 \ {0, 0} с декартовыми координатами x, y, семейство состоит из

одного векторного поля

X(x, y) = ((1 − ρ)x− y)
∂

∂x
+ (x+ (1− ρ)y)

∂

∂y
,

где ρ =
√
x2 + y2.

Окружность S1 = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1} является предельным циклом для системы{

ẋ = −y + (1− ρ)x,

ẏ = x+ (1− ρ)y,
(4)

так как векторное поле X касается S1 в каждой точке окружности S1. Если в качестве компакт-
ного слоя L0 возьмем S1, то система (4) вполне управляема на L0.
Другие траектории не замкнуты, поэтому система (4) не является вполне управляемой на

других траекториях. Группа голономии слоя L0 является циклической группой.

Пример 2. Пусть M = R
3 \ {(x1, x2, x3) : x1 = x2 = 0} с декартовыми координатами

(x1, x2, x3), D = {X1,X2,X3}, где
X1 = x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
, X2 = −x2 ∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
, X3 = −ϕ(x)x1 ∂

∂x1
− ϕ(x)x2

∂

∂x2
;

здесь ϕ(x) = ψ((x21 + x22)x
2
3), ψ : R1 → R

1 — такая гладкая функция класса C∞, что ψ(t) > 0 при
−1 < t < 1, и ψ(t) = 0 при |t| � 1.
Орбиты семейства D определяют двумерное слоение F на M , где для точки η0 = (x01, x

0
2, x

0
3)

орбита L(η0) совпадает с пересечением M ∩ Π(x03), где Π(x03)—плоскость в R
3, определяемая

уравнением x3 = x03.
Рассмотрим систему управления

ẋ = f(x, u), u ∈ U = {u1, u2, u3}, (5)

где f(x, ui) = Xi(x), i = 1, 2, 3.
Положим B1 = {x ∈ M : X3(x) �= 0}, B2 = M \ B1. При η0 = (x01, x

0
2, 0) слой L(η0) не

пересекается с B1, и поэтому система (5) вполне управляема на L0 = L(η0).
Для каждого слоя L такого, что пересечение L∩B2 �= ∅, из точек L∩B2 нельзя попасть в точки

множества L ∩B1 �= ∅. Следовательно, система (5) не является вполне управляемой на слоях L,
отличных от L0. Группа голономии слоя L0 тривиальна, но L0 не является компактным слоем.

В примере 2 слой L0, хотя не является относительно компактным, но является локально ста-
бильным. Этот факт показывает, что если система (1) вполне управляема на слое L0, удовле-
творяющим заключению теоремы 3, то отсюда не вытекает вполне управляемость системы (1)
на близких слоях. Поэтому в случае, когда L0 —некомпактный слой, нужны дополнительные
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условия на систему (1), которые гарантировали бы «стабильность» вполне управляемой на L0

системы (1).

Определение 7. Система управления (1) называется нормально-локально управляемой (ко-
роче N -локально управляемой) вблизи точки p ∈ L(η), если по любому T > 0 существует такая
окрестность V точки p в L(η), что из каждой точки множества V можно попасть в точку p за
время, меньшее T .

Определение 8. Будем говорить, что система (1) вполне управляема (или N -локально управ-
ляема) на инвариантном множестве S ⊂M , если она вполне управляема (или N -локально управ-
ляема) на каждом слое из S.

Теорема 3 второго параграфа позволяет доказать следующую теорему (см. [8]).

Теорема 7. Пусть dimAx(D) = n − 1 для всех x ∈ M , и F является трансверсально ори-
ентируемым слоением, слой L0 удовлетворяет условия теоремы 3. Тогда если система (1) N -
локально управляема на L0 (замыкание в M), то существует инвариантная окрестность V
слоя L0 такая, что система (1) вполне управляема на каждом слое из V .

Теперь вернемся к случаю dimAx(D) = k для всех x ∈ M , где 0 < k < n. В этом случае F
является k-мерным слоением.
Предположим, что слоение F является римановым слоением по отношению к римановой мет-

рике. Необходимое и достаточное условие того, чтобы F было римановым, дано в [6]. Это условие
относится к векторным полям из A(D) и римановой метрике g. В [8] получен следующий резуль-
тат.

Теорема 8. Пусть (M,g)—полное риманово многообразие, L0— относительно компактный
слой слоения F . Тогда, если система (1) N -локально управляема на L0, то существует инва-
риантная окрестность V слоя L0 такая, что на каждом слое из V система (1) вполне управ-
ляема.

4. Стабильность вполне управляемых систем относительно параметра. Рассмотрим
систему уравнений с параметром

ẋ = f(x, u, α), x ∈M, u ∈ U, (6)

где M — гладкое (класса Cr+1) связное многообразие размерности n с некоторой римановой мет-
рикой g, U —непустое компактное подмножество R

p, параметр α принимает значения из некото-
рого открытого множества A ⊂ R

q.
Предполагается, что при каждом α ∈ A отображение f(·, ·, α) : M × U → TM непрерывно,

а векторные поля {f(·, u, α) : u ∈ U} принадлежат классу Cr, где TM —касательное расслоение
многообразия M , r � 1.
Допустимыми управлениями считаются кусочно постоянные функции u : [0, T ] → U , где 0 <

T <∞.
Пусть η ∈M , Gη(α0)—множество управляемости системы (6) с целевой точкой η при α = α0,

т.е. системы управления
ẋ = f(x, u, α0), x ∈M, u ∈ U, (7)

которая получена из (6), полагая α = α0.
Напомним, что Gη(α0) есть множество точек M , из которых можно попасть в точку η вдоль

траекторий системы (7).
В дальнейшем всюду будем предполагать, что правая часть системы (6) непрерывно зависит

от α.
В [11] рассмотрен вопрос о том, что если система (7) N -локально управляема вблизи точки

η, то при каких условиях система (6) будет N -локально управляемой вблизи точки η для α,
достаточно близких к α0.
Из результатов работ [10, 11] вытекает следующая теорема.



34 А. Я. НАРМАНОВ

Теорема 9. Пусть система (7) N -локально управляема вблизи точки η0. Тогда если множе-
ство D0(η0) = {f(η0, u, α0) : u ∈ U} содержит положительный базис касательного простран-
ства Tη0M многообразия M в точке η0, то существует окрестность V точки α0 такая, что
система (6) N -локально управляема вблизи точки η0 при каждом α ∈ V .

Напомним, что семейство векторов {a1, a2, . . . , am} называется положительным базисом в R
n,

если для каждого a ∈ R
n существуют неотрицательные числа λ1, λ2, . . . , λm такие, что a = λ1a1+

λ2a2 + . . .+ λmam (см. [10]).
Известно, что для того чтобы векторы a1, a2, . . . , am составляли положительный базис в R

n,
необходимо и достаточно, чтобы для каждого единичного вектора a нашелся такой ai, что (a, ai) <
0, где (·, ·)— скалярное произведение (см. [10]).
Используя этот критерий положительного базиса и непрерывность отображения f(x, u, α),

нетрудно показать, что в условиях теоремы 9 существует такое δ > 0, что при ρ(η, η0) < δ
и |α− α0| < δ множество D(η) = {f(η, u, α) : u ∈ U} содержит положительный базис касательно-
го пространства TηM .
Здесь ρ(η, η0)—расстояние между точками η0 и η, определенное римановой метрикой g на M ,

|α − α0|— евклидова норма в R
q. В силу того, что множество D(η) содержит положительный

базис, система (6) N -локально управляема вблизи каждой точки множества B(δ) = {η ∈ M :
ρ(η, η0) < δ} при каждом α, если |α− α0| < δ.
Как отмечено в [11], если множество D(η) не содержит положительный базис, то система (6)

может не быть N -локально управляемой при α �= α0, если даже α достаточно близко к α0.
Теперь предположим, что система (7) вполне управляема и рассмотрим вопрос: при каких

условиях система (6) будет вполне управляемой для α, достаточно близких к α0?
В случае, когда M —компактное многообразие и f гладко зависит от α, из результатов рабо-

ты [21] можно получить следующее: существует такое δ > 0, что система (1) вполне управляема
при каждом α из {α ∈ A : |α− α0| < δ}.
Следующая теорема является обобщением вышеуказанного утверждения на случай, когда f

непрерывно зависит от α, доказана в [8].

Теорема 10. Пусть K ⊂ M — компактное связное подмногообразие размерности n, и си-
стема (7) вполне управляема на K. Тогда существует такое δ > 0, что система (6) вполне
управляема на K при каждом α из множества {β ∈ A : |β − α0| < δ}.
Напомним, что система (6) вполне управляема на подмножестве S ⊂M , если для каждой пары

(x, y) ∈ S × S из точки x можно попасть в точку y вдоль траектории системы (6).

Замечание 2. Утверждение теоремы 10 неверно, если размерность K меньше n. Например,
если U состоит из одной точки, мы имеем семейство векторных полей {Xα : α ∈ A}. Предполо-
жим, что векторное поле Xα0 имеет замкнутую траекторию K. Ясно, что система (1) при α = α0

вполне управляема наK. Но если dimM > 1 и векторные поля Xα не касательны кK при α �= α0,
то система не является вполне управляемой на K для α �= α0.

Напомним, что множество V (M) гладких векторных полей класса C∞ является алгеброй Ли
относительно скобки Ли [X,Y ] векторных полей X,Y ∈ V (M). Положим Dα = {f(·, u, α) : u ∈ U}
и обозначим через Pα наименьшую подалгебру Ли, содержащую множество векторных полей Dα.
Теперь предположим, что при каждом α система (6) симметрична, а при каждом u ∈ U отоб-

ражение f(·, u, ·) : M × A → TM класса C∞. Симметричность означает, что если X ∈ Dα, то
−X ∈ Dα.
В [8] доказана следующая теорема.

Теорема 11. Пусть Pα(x) = {X(x) : X ∈ Pα}, где x ∈M . Предположим, что система (7) N -
локально управляема вблизи точки η. Тогда, если dimPα0(η) = n, то существует такое число
δ > 0, что система (7) N -локально управляема вблизи точки η при каждом α из Bδ(α0) = {α ∈
A : |α− α0| < δ}.
Теперь предположим, что размерность dimPα(x) не зависит от x, а зависит от α. В этом случае

получен следующий результат (см. [8]).
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Теорема 12. Пусть система (6) вполне управляема при α = α0. Тогда существует такое
δ > 0, что система (6) вполне управляема при каждом α из Bδ(α0).
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17. Reinhart B. Foliated manifolds with bundle-like metrics// Ann. Math. — 1959. — 69, № 1. — P. 119–132.

18. Schweitzer P. A. Some problems in foliation theory and related areas// Lect. Notes Math. — 1978. — 652.
— P. 240–252.

19. Stefan P. Accessibility and foliations with singularities// Bull. Am. Math. Soc. — 1974. — 80, № 6. —
P. 1142–1145.

20. Sussmann H. Orbits of family of vector fields and integrability of systems with singularities// Bull. Am.
Math. Soc. — 1973. — 79. — P. 197–199.

21. Sussmann H. Some properties of vector field systems that are not altered by small perturbations// J. Differ.
Equations. — 1976. — 20. — P. 292–315.

22. Tondeur Ph. Foliations on Riemannian Manifolds. — New York: Springer-Verlag, 1988.

Нарманов Абдигаппар Якубович
Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека,
Ташкент, Узбекистан
E-mail: narmanov@yandex.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


