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Kirish

Funksional analiz matematikaning alohida. bo"limi sifatida. XVIII asrning
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana boshlangan. Funksional analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra. fransuz matematigi Puankare
va nemis matematigi Hilbertga t-aalluglidir. Metrik fazo tushunchasi fanga
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan. normalan-
gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Banax va unga bog'liq
bo'Imagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning nMatematika"”, "Mexanika” va "Amaliy ma-
tematika va informatika" yo'nalishlari uchun tuzilgan o'quv rejada "Funk-
sional analiz" fani ko‘zda tut.ilgan bo'lib, uslibu fan ixtisoslik fanlar ichida
asosiy o'rin tutadi.

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki gqismdan iborat, ular
shartli ravishda quyidagieha nomlanadi:

I gism. Haqiqgiy o'zgaruvcliining funksiyalari nazariyasi.
Il gism. Operat-orlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida | gism "O'lchovli to‘p-
lamlar nazariyasi”. "Lebeg integral!" va "Metrik fazolar" bo‘limlarini o'y
ichiga oladi. Il gism esa. "Normaiangan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi"
bo'limlarini o'z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutaxassisligida
ta’lim oluvchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan olzbek alifbosi-
da, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsogov tomonidan darslik nashr
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Hagiqly o;zgaruvchining funksiyalari nazariyasi;
T.A. Sarimsoqov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida ta’lim shak-
li ikki bosgichli tizimga (bakalavriatura va magistratura) offishi munosabati
bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiy o'zgarishlar yuzaga keldi. Bu
o‘zgarishlar o'z navbatida. barcha yo'nalishlar uchun tegishli darslik va o'quv
go”lanmalarni islilab chigishni talab etmoqgda. Ushbu [6, 7] o‘quv qo;llanmalar,
universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan
yuqoridagi ehtiyojlarrii gondirish magsadida yaratilgandir.



Mazkur o‘quv go‘llanma, universitetlarning mafccrnatikri yo'nalishi talabalari
uchun "Funksional analiz” kursidan anmliy mulufulolUirni olib borishda
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyotlar tangiHIligmiiig oldini
olish magsadida. yozilmogda. Mazkur go‘llanmada "FimkHioual analiz” fani-
ning | gismini tashkil etuvchi o'lchovli to”lamlar nazariyasi. Lebeg integrali
va metrik fazolarga. oid mavzuiar uchun tegishli ta’riflar, xossalar, teoremaiar
bayoni berilgan,, shuningdek misol va masalalar namuna sifatida yechib koasa-
tilgan.

Birinchi bo4im odchovli to:plamlar nazariyasiga bagHshlangan bo'iib, qo4-
lanmada to;plamlar va ularning o‘lchovlariga. Did mavzuiar bayon gilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teofemalar va xos-
salar keltirilgan. Qo'llanma todlamlar, akslantirishlar, to'plamlar quvvati/e
to;plamlar sist.emasi,p‘lchovli to”plamlar, o'lchovning umumiy ta:rifi va ofichov-
ni Lebeg ma’nosida davom ettirish kabi mavzularni o4 ichiga oladi. Har bir
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash-
tirish va mustaqil o;rganish uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo‘lim integrall&r nazariyasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada o'lchovli
funksiyalar, oHchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yagmlashishlari, Lebeg
integrali, monoton funksiyalar, o;zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid ma.lumotiar bayon gilina-
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta/'rifi, teoremaiar va xossalar kel-
tirilgan. Barcha mavzuiar bo-yicha. namunaviy misollar yeohimi bilan berilgan-.
Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o‘zlashtirishi va mustagil o'rganishi
uchun liar xil tipdagi misol va masalalar jamlangan.

Uchinchi bo'lirii" metrik fazolar nazariyasiga bag4shlangan. Qo;llanmada.
metrik fazolar, yaginlashuvchi ketma-ketliklar, to‘la metrik fazolar, ochiq va
yopiq tOplamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va gisgartirib
akslantirishlarga oid mavzuiar bayon gilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta'rifi, asosiy teoremaiar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid
namunaviy misollar yechib ko‘rsatilgaii. Shuningdek, mavzuiar bo;yicha uy
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vazifalarini bajarish va mustaqgil o'rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M.. Kudavberge-
nov K.K.(Funksional anaiizdan misol va masalalar, Nukus, "BILIM4, 2009) va
OuaH HO.C.(C6opHMK 3aa4 no MaTemaTM4eckomy aHanmn3y, Mocksa, Mpocse-
LeHve, 1981) hamda Abdullayev J.1., G;anixojayev R.N., Shermatov M.H. va
O.l. Egamberdiyevlarning "Funksional analizl (Toshkent-Sarhargand, 2009)
o'quv go'llanmasidan keng foydalanildi. Ushbu olguv go”™lanma O'zbekiston
Milliy universiteti, Samargand d.avlat universitetida Funksional analiz hamda
Funksional analiz va integral tenglamalar fanlaridan ma’ruza va amaliy mash-
gdilotlar olib boruvchi professor-o'gituvchilarning ko;p yillik ish tajribalari
asosida yozilgan.

Mualliflar o:quv go"llanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir va tagrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Qollanma birinclii marta chop gilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
bo/Nishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi Rkr va mulohazalaringizni
jabduilaev@mail.ru elektron manziliga joatishlaringizni so‘raymiz.


mailto:jabduilaev@mail.ru

. 0 'LCHQVLI TO'PLAMLAR

Ushbu boUim to‘plamlar, akslantirishlar, to'pUuuhvr quvvati, to‘plaml|fc sis-
temasi, offichovli. to‘plamlar, o‘lchovning umumiy tn'rlifl w1 oMchovni Lebeg
manosida. davom ettirish kabi mavzularni p‘z ichiga oladi. Har bir imtvzuda na-
munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek, amaliy mashgkulotlar
va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

I- 8. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil tQflamlarga duch kelamiz. Hagigiy sonlar
tofpla.mi. tekislikdagi kofbburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phad-
lar.tofplami va hokazo. To'plam tushunchasi matematikada t"*yanch tushun-
chalardan bofib. unga ta’rif berilmaydi. Toplam sofining sinonimlari sifatida
ob'ektlarjamlanmasi yoki elementlar majmuasi sof birikmalaridan foydalani-
ladi. Tofblamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o£inga
ega. Biz uning ayrim xossa.larini ofganish bilan cheklanamiz.

Tofplamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B <... ularning elementlar-
ini esa kichik - a, harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel-
gilashlardan foydalanamiz. N —natural sonlar toglami. Z — butun sonlar
todlami, Q —ratsional sonlar toflami. R — hagiqgiy sonlar todlami, C
—kompleks sonlar todlami, R+= [0, oc), Z+ = {0} UN hamda Rn sifati-
da n —ofichamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma'nolariga to'xtalamiz. a £ A belgisi a ele-
ment A toplamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori a A
shaklda.yoziladi va a element A toplamga tegishli emas deb o'giladi. AC B
belgi A toplamning barcha elementlari B toplamga, ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda. A to'plam B todlamning gismi deyiladi. Ma.sa.lan.
natural sonlar tofHlami hagigiy sonlar to4la.mining gismi bofladi. Agar A va
B to'plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan boflsa, u holda ular teng
to'plamlar deyiladi va A —B shaklda yoziladi. Kofincha, toflamlarning
tengligini isbotlashda A C B vs, B C A munosabatlarning bajarilishi
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ko'rsatiladi ([1] ga garang). Ba’'zida birorta ham elementi mavjud bo'lmagan
to;plamlarni garashga to:g:ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 qo'sh tengsiz-
likni ganoatrantiruvchi haqgiqgiy sonlar to‘plami yoki jd = m* tenglamaning
yechimlari to'plami va hokazo. Bunday to;plamlar uchun maxsus bo ‘sh to plam
nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma'lumki, har
ganday toglam bo‘sh to‘plamni o'zida saglaydi va har ganday toJplain opining
gismi sifatida garalishi mumkin. To;plamlarning bo‘sh to'plamdan va o'zidan
farqli barcha gism to‘plamlari xos gism to plamlar deyiladi. o'quv goUlanmada
A va V belgilari riios ravishda va hamda yoki scrzlariga mos keladi.
Ixtiyoriy tabiatli A va B to™plamlar berilgan bo'lsin.

AUB ={x:.x€ AV x€ B}
to;plam A va, B to’plamlarning yig:indisi yoki birlashmasi deyiladi.
ATIB m {x x GA Aw LWB}

to*plain A va B to'plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek-
siz) sondagi Aa to‘plamlammg yig'indisi va kesishmasi ham shiinga o'xshash
aniglanadi:

&%(Aq: {x: 3@¢€ X, x€ Jlao},. a&_ea = {x: Va EX, xGAa}.
A va, B to;plamlarnmg ayirmasi deb
A\B={x: x€ A Ax B}

to‘plamga aytiladi. Agar B C A Dbo;lsa, A\B ta'plam B to:plamning A
to;plamgacha to4diruvchi to‘plami deyiladi va CaB = CB shaklda belgi-
lanadi. Ba'zan, A va B toplamlarnmg simmetrik ayirmasi tushunchasini
kiritish magsadga muvofig bo'ladi. A\B va B\A to:plainlarning birlashmasi-
dan iborat to'plamga A va B to'plamlarning simmetrik ayitmasi deyiladi,
ya'ni

LLI NNAB = (A\B) U (B\A).
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Agar /1, HC G boTib, (I dn M{ "' munli iii'H]!niiymi Ine W 1 IRI<dn
1B ={; cm a+ o( || m P
to'plam J1 va B to*plamlftniing arifmctik i/n/'tmiivi dnyilndl.
A” va Y to‘plamlarning dekart ko'paytniani d*gHiidu
XxY ={(x,i/); »m«x; yeY]

to‘plam tushuniladi. X x Y todlamnmg ixtiyoriy H gism toplami mimosa-
hat deyiladi. x element (x,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
esa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = pri(x.y) va
Y = Pr2{x:'y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to™*plamning ixtiyo-
riy R qism to’plamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga x>royeksiyalari
aniglanadi:

PN\R={x: xGI, 3y GY. (x.y) GR}.

pr*R={y: y GY. 3x GX, (x.y) £R} .
Bu to'plamlar R rmmosabatning mos ravishda aniglanish sohasi va giymatlar
sohasi deyiladi. Bundan kevin biz LLLX) bilan X ning barcha gism to4la.mlari
sistemasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko'rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig;indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

AUB =BUA  ATIB =B TIA

Isbot. Ixtiyoriy x GAUB eleitientni olamiz. Bundan
x£EA V XxXGB =>xGB V xEA=>x£BUA

ni olamiz. Demak, AUB C BU A ekan. Agar y GB U A ixtiyoriy element
bo‘lsa. u holda

yeB v yeA=>yeA v yeB=>yeAuns

bo'ladi, ya'ni B UA C AUB ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan
AUB = B UA ekanligi kelib chigadi. O
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1.2. Distributivlik gonunlarini isbotlang:
(AuB)I\C = (AMC)u(Br\ C).
(ArMB) UC =(AUC) N (B UC).

Isbot. x £ (Al) B) MC ixtiyoriy elementn bo'lsin. Ta'rifga ko'ra.
XE£AUB A x £C bo'ladi. Bu yerdan

(XEAVXEB) AXEC =>x £ AUC A x £BUC => x £ (JInC)r(BriC)

kelib chigadi. Demak, (AUB) NMC C (AUC) (B UC) ekan. Agar y £
(AUC) N(B UC) ixtiyoriy element bo'lsa., u holda

y EADC Ay £EBUC => (yEAVYEC) A(YEB Vy £C)

bo‘ladi. Bu yerdan y £ (Al) B) I'C ni olamiz, yani (AUC) IN(BUC) C
(AUB) INC ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan (AN B) MNC =
(AUC) MN(B UC) ekanligi kelib chigadi.
(4MB) UC = (AUC) N(B UC) tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. O
To'plamlar nazariyasida muhim ofin tutadigan va ikkilik prinsipi deb
nomlanuvchi quyidagi munosa.batni isbotlang.

1.3. YigHndining to;ldiruvchisi toUdiruvchilar kesishmasiga teng:
E\%Aa = aI‘I{E\Aa), Aa C E. Q.l)
Isbot. Ixtiyoriy x £ E\LgAa elementni olamiz, bu yerdan x £ E va
X ¢ UAa ekanligi kelib chigadi. Bundan ixtiyoriy a uchun x ning Aa
to‘plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x element ,4a to'plamlarning

to‘ldiriivchilaridayotadi. Shunday qilib. ixtiyoriy a uchun x £ E\Aa munos-
abat o'rinli, bundan biz x £ I;I(E\Aa) ga. ega boUamiz. Bu esa

E\g.4(| C gl(E\fI«) (1.2)

munosa.batni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
A £ T1(E\Aa) bo‘lsa. u holda barcha a larda. x £ 'E\Aa bo'ladi va x
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element A tcrplamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa x § UAf
ekanligini bildiradi. Demak, x E E\U Aa ekan. Bundan biz

E\lgAa A Q(E\Aa) (1.3)
o0& kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. O

1.4, A= {(t.y) : N <4, W<4} va B = {{xry) . x2+y2<25} todh-
lamlar uchun AuB, A\B> AABr AlB to'plamlarni t-ekislikda tasvir-

lang.

Yechish. Tekislikda to‘g;ri burchakli koordinatalar sistemasini garaymiz.
Bu holda A —[—4; 4 x [4; 4] kvadra.tdan, B esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bolgan yopiq doiradan iborat bo;ladi (1.1-chiziaga garang).
A U B - 1.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlangan soha, AAB —chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan
soha, Al B —chizmada qgiyalab shtrixlangan soha. O

y

1.1-chizma
1.5. {X\Y)\Z = X\ (Y UZ) tenglikni isbotlang.

Isbot. Berilgan to‘plamlaming tengligini tekshirish A ¢ B va B ¢ A
munosabatlarni ko‘rsatish orgali amalga oshiriladi. Endi x G (X\Y')\Z ix-
tiyoriy element bo‘lsin. U holda x GX\Y, X £Z = x£X. x*Y, X0
Z=> x G X, x €£(YUZ) ='x GX\{YUZ). Demak, (X\Y)\Z c
X\ (Y UZ) munosabat o4inH. Endi teskari munosabatni ko;rsatamiz. y G
X\(Y U2Z) ixtiyoriy element bodsin. U holda | £1, y ® Y UZ bo’ladi.
Buyerdan y E X,y @ Y.y ¢ Z ekanligini, bundan esa y E X\Y, y @ Z
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natija.da y E (X\Y )\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y)\Z D X\ (Y U2)
munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y)\Z = X\(Y U2)

tenglik kelib chigadi. O
1.6. (X DXi) x (Y ITYI) = (X x Y) M(Xi x Yi) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi vo'l tutamiz. V(x.y) E (XnXi) x
(Y i) &EIfl Xi, yEYTNY\.Buyerdan a EX. y EY AXE
Ai, y €Y1 = (xy) ¢ X XY A (xy) E Xi x Yi ekanligini, bundan
esa (a,y) E (X x Y) IM(Xi x Yi) ni olamiz. Ya'ni (X M Xi) x (Y MYi)
C (X xY)n(XixYi) munosabat o'rinli. Teskari munosabatni kp‘rsatish
uchun (x,y) E (X x Y) IM(Xi x Yi) dan orgagagarab harakatlanish yetarli.
Shunday qgilib. (X fIX1) x (Yn Y\ = (X x Y) M(Xi x Y{) tenglik isbot.landi.

1.7. Ixtiyoriy '{Ar} to'plamlar ketma-ketligi uchun shunday {Bn} to'plam-
lar ketma-ketligini tuzingki,

a) BnC An, BillBj =0, %dj, nngn: ng An Dbo'lsin:

b) BhDAn;, Bnii D /%Bn: 7glAn bo'lsin:

c) Bnhc An, Bntlc B,,. Bl= yEll'lrl bo'lsin.

oL
Yechish. Berilgan {An ketma-ketlik uchun {B?} to'plamlar ketma-
ketligini quyidagicha tuzamiz:

—&U &2 — ... Bn=An\_U [1&,....
yfeli

Hosil gilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha
sliartlarm ganoatlantiradi. Quyida biz b) va c¢) bandda.gi shartlarni ganoat-
iruvchi {Bn} to'plamlar ketma-ketligini keltiramiz:
b) B\ = Ait BA=A\UAg..... Bn= kL:J|A%
¢c) B\ =jdi, B2= Bn= K_FllAk m " - O
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1.8. Ushbu ( ------- 4?5 — h_E I.in 6 Z, /m_N intervallarnmg; heeh biri
ti

\/2 sonini o*z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

mE€Zn€M 4 7

Isbot. -V2 soni irratsional bo”ganligidan, ixtiyoriy butun m, n sonlari
uchun \mz—2n2\® 0 bo’ladi. Binobarin fm2—2n2|> 1 tengsizlikka kelamiz.
Endi ixtiyoriy butun m GZ va natural T GN sonlari uchun | ----- V2| > Tn”z
tengsizlikni isbotlayrniz. Bu yerdan

re L 1L 1 /T 1 m 1
776N "
munosabat kelib chigadi. Agar m < 0 bo:lsa. u holda ravshanki I ----- 4/21>
V2>14> Err tengsizlik o;rinli. Demak, m > 0 bo‘lgan hoi, yani n G N
uchun |%72—— V2| > —4:]7' tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar —7:]7>2 bo;lsa.

u holda tengsizlik yana o'rinli bo;ladi. Shunday qgilib, n. rn c N va AR 2
bo:lganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

1< m8 ﬂn <*:>—«< 77]\2;—2—’7—ZI'-—V2| +Vr5\|<

n- n

< 2+ /2 |n——V2| <4 |n——v/ij.”

Bundan esa, In——V2| > Afn(z) tengsizligi kelib chigadi. Shunday qilib, ixtiyoriy
e Z va € N uchun

1 m 1
42} £ T 4n2

Shuni isbotlash talab gilingan edi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
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1.9. To'plamlar yig’indisi va kesishmasi assotsiativ.
(AUB)UC=AU(BUC), {ANB)INC=Arn(BMc).

1.10. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar yig'indisiga teng:
| » E\[Aa = UE\AY, <AaCE. ©t (14
1.11. M 5 = (iUB)\(inB),
1.12. AnB = (AA4AB)4(NNB).
1.13. A\B = AA{ANB). ' \
1.14. Agar ACE, B ¢ E bo'lsa; (ENA)A(E\B) = AAB tenglik o'rinli.
1.15. (AUB)A(C UD) ¢ (J1IAC) u (BAD).
1.16. A va B to'plamlar uchun /1c¢ BU (AAB) munosabat oMnli.

1.17. Agar Ai va A2 to'plamlar kesishmasa, ixtiyoriy B\ va B2 lar uchun
B\ NMBo C (A\ABIi) U (A2AB2) munosabat o'rinli.

1.18-1.24-misollarda berilgan A va B to'plamlar uchun AUB, A\B.
JIAB, AI1B ko'rinishdagi to;plamlarni toping. 1.23-1.24-misollarda esa
ln B. A\B. AAB, Al B to'plamlarni tekislikda tasvirlang.

1.18. A=1[01], B= (0, 1).

1.19. N=4{24,6,....2n, ...}, mB ={3,6;9,.. 3n,...}.
1.20. A= Q, B = IR\Q—irratsional sonlar to*plami.

1.21. 1=p. 1]\Q. B=10, IInQ.

1.22. A= {x€ LW:sinda, =0}, B = {xell :cos2x = 0}.

123. A={(xy) :0<x<1, 0<y <a}.
B={0ky) :0<x<l x<y<I1}
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